Tunkeila, tako 1 naiverovatnifi rezalatt cksperimenata vrferih na objektu koji je

I OSNOVE KVANTNE MEMANIKE

3. yvod © FORMALTAAM KVANTNE MEHANIKE

Osnivadi kvantne mehanike E. Sredinger | V. Hajzenberg su défimitivae uvi-

deli da su deliéi mikrosveta Fizi€ki objekii sa posébaiin osobinama, &ije se ponafanje

ne moZe nikako razumeti n2 csnovil analogiia sa makrofizitkim pojavama. Pokuitaj
opisivanja, na primer, eléktrona kao Sestice il talasa, dovedi do nereSivih logitkih
problema, jer clekiron nije niklasiéna mala bilijarska jopta, niti je nesto 5to N8t na
zvucne talzse n vazdahu, veé potpitno razhtic Tizicki objekt kofi s& samou nekiim
eksperimentima ponala sliéno kae klasican talas §li klasidng Jestica. Sve informacije

o mikroobjektisia se dobijajiz procesom meérenja, Kada se shvati da se svaki proces

‘merenja svodiu sultini na interakciju s2 mikroobjektom (na primner, dabi se clekfron:
mogao registroveti, mora se dovésti u tgke fizikko poijz koje sa njime inferaguje),
postaje jasno 4 syaki akt merenja utice na stanje mikroobjekta. Vise merenja iste

-osobine nekog mikroebiekta; zhog oga. ne mogeniu principy dati istg rezulfate fu

klasi¢noj fizici se smatra du se rezultn uzastopnib, sukeesivith, merenja uzajamno
razlikuju usied nesaveienosti merne aperature i malih promenz spolisfnjik uslova
‘eksperimemta | da se.ovi wticaji u principu mogu proizvoljno smanjiti), te se-teorijski
mofe predvidett samo koneéna yerovatmola da dati.mikroobjekr i eksperimenta-
ispdlji odfedenu psobiny, Qfigledne je da sé strog mehapidki -determinizany, koji na:

. bl
-osnovy peznatih pofetnib velova(x, vy i poinatihsila taing predvida krétanje objekta,

ne moZe ostvariti & opisw penasanja mikroobjekata, Shodno jdejaria De Brolja,
kvantne mehanika Sredingera®s stanje mikroobjekta Opisuje talasnom funkeijom

' definie matemaritke matode pomoeéu kojih se mogp izrafunati kako talasna.

opisan talasnom fankefom 1,
33.1. PRINCIPI KYANTNE MEHANIEE

Kvantna mehaniky se zasniva na dva ma.nnmﬂm. ito su princip. superpozicije
stanja 1 princip readredenpsti, Oba principz po svom sadriaju daji nedto kvali-
tativno- nove. u odnosu na shvatanja klasiéne fizike. .

a. Pridcip superpevicije

Princip superdozicije. demzntuje kiusiéni-determinizam w smisla dz zadati

potetni uslovi i sile tadno dreduju ponasanje (stanje) Klasicnog objekta na svakom

- mestu 1w svakom trenuikn vremens. Proma principt Superpozicije; maksimaloi

.C.mﬁmﬁn&..uawﬁ& ieatifan, ol muemaitki razlidit metod V. Hajzenberga inda danas Siroku primenn

u kvantnoy teoriil palia.

3% U ovom su pozlavijn ospove kvanmne fizke izloienr preko Sredingerovog formalizma.
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domet kvantnomehanitke analize poriafanj mikroobjeksa je_ odredivanjs verovat-
noce da on wakty merenja bude registrovan 'u datom staniu.

. w.maomm superpozicije glasi: ako se destive {mikroobiekt) mose rnadi.u kvantrim
stanfimaby i g, ona se tada mote paéii v sianju koje opisufe linearny Kkombinaeija
stanja & £, odiosno u Stanfis

Yo Gt ayd, (33.1)

Brojevi 4y 1 @ su u opitem slugaju kompleksni, a kvadrat njihovih modula a2,
odnosno |4, |2, predstavijaju, redom, verovatnode da u akiu merenja éestica bude
Tégistrovana u stanju ¢y, odnosno diz

. ‘Bilo"bi:potrebno na ovom mestu objasniti ra k¢ji o nudin priacipom super-
pozicie opisuje odstupanje ponafanja . mikroobjekata od zakona kiasitnog defer-
minizma,
. Posmatrajmo najpre cksperiment se klasiSnim objektom. Ako se puska nani-
$ani ka otvore na elitnoj plo&i { udvrsii na neki nosad; rada se moze, na ospovu
ponalanja prvog ispaljenog metka, predvideti i ponafanje svih. ostalih kasnije ispa-
ljenih metaka (pod usiovom da je pudka potpuno stabilna, te da se njen poloZaj
nakon prvog udvritenja nije promehio tokom ispaljivanja svih -ostalih metaka).
Ao prvi metak prode kro -otver, prolaze i svi ostali, €koliko prvi.metek ne prode

{lose naniSanjena), ne protazi aijedan od’slededih. Qvo je ponafanie kiasitnog objek--

3, Koje je, kao. Sto se vidi,. potpuno deferminiisanc pofetnim uslovima

Zamislinio sada da se pad Jednakim ‘uslavima jedan 72 drugit propuitaju. fo-

tonii mémo.mw.o.m. izvora ma kristal turmalina, Pozpato je da Kristal turmalina propusta
fotone koji su'potarizevani normaino na niegovn opticks Osu, a ne propusta one
koji su polarizovani paralelug optickof osi. Iza kristala turmalina: registrije sz pro-
Inzak fotona. Rezultat merenia nife, kao kod piltanih Tigtaxa, determinisan. Pryvi
bi foton, pa primer, prosao, zatim dva ne bi, tada bi jedan progag jtd., lake su svi
pusteni pod jedmakim uslovima, 17 skladu sa prircipom superpozicije, svaki od
upadaih fotora. se nalazi u stanju opisanom linearnom kombinacijow:

_w = tady,

gdeds; idy oznaaviju talasne funkeije paralelno § normatno polarizovanih fotonx,
Pri prolasku kroz kristal urmaliva foton interagufe sa atomima i-eléktronima krista-
la, 0nj ga prebacuju-iz stanja jedne u stanje druge Doiarizacije, dok na kraju ae izleti
Hn.....wamgm. ako j¢ konadan rezultat interakeije mermalna pelarizacija, ili ostang u
kristaly ako je tezultat intera keije paralelpa polarizacija. Kvantna mehanika moje,
nalaZenjem | oy |2 § | ay |2, da kaZe koji Je sludaj verovatniji, u nikako ne moZs da
predvidi kada ¢e se 5ta tadno dogediti. Ova stafistidka priroda_porasanja mikro-
obiekata je posledica jihove interakeife {u posmatranom sludaju, forona) sa ma-
kroskepskom mernom ‘aparaturom (kristai termaliza), . .

b. Hajzeahergoy. princip neodredenasti

— Neodredenost kaprdinate i impulsa. U klasignof mehanici je za proudavanjz
kretanja-nekog tela potrebno poznavanje polozaja toga €14 i njegove brzine u odre-
denom trenutku vremena. Smatralo s¢ da se'ove veli€ine istoveemeno mogu proizvolj-
10 precizno izmeriti; §to je dovoljno da se trajektorija Sestice u poznatont polju sile
U potpuriost] odredi, . : .
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taén0. tzmeriti § poloZaj i impuis. Ako j& neodredengst v merernju x-komponente
impulsa A p., 4 neadredenost u merenju koordinate A v, tada je préma Hajzenberpu:

AxAp (33.2)

Pokazalo se, medutim, du za ‘Bestics u mikrosveiu nije istovremeno mogude

Relacija (33.2) izraZava Hajzenbérgovs princip ncodredencsti za poloZaj ¢impuls
Lestice, koji glasi: M ikrodestica istovremeno re empZe fmati tadng vrednost jedne koor-
dinaie | komponenty impulsa Koja odgovara toj koordinari; pri Semu proizved negdre-
denssti 1ih veli¢ing ue moze biti manji od velidine k. Lako se moZe pokazati da je
princip neodredenosti posledica talasne prirode mikrodestica, Zamislimo. eksperi-
ment 1 kojem se Zeli-simultanc odrediti i x-koordindta i x-Komponenia impulsa p,
clektrona (sl 33.1): Neka se snop elektrona krede u praveu y-ose sa nekim impul-
som p,. Da bi s¢ odredio poloZaj elektrona 1 pravcit x-ose, postavija se zaklom
Z sa pukofinoni Sirine. A x. Kada elektron prode kroz pukotinu i ostavi ‘traga na
flnorescentnom ekrariu F, tada je njegova keordinata, x odredena sa tadnoicy A x,
jer-se ne moZe utvrditi kroz koju je tadku pukotine-elektren profac. Ako je Sirina
pukotine reda veliéine ili manja od De Broljeve i2lasne dufine elzktrona, dolazi do
difrakcije clekivona, Sa smanjenjert ifine pukotine smanjuje se -neodredenost
koordinate x, ali s¢ zbog toga Sisi centralni difrakcioni maksimum, pa pravei kreta-
nja’elektrona, 3 time I njihovi impulst postaju neodradeni. Vedina elektrona, nakon
prolaska kroz pukoting, pada u
centralni maksimum  difrakcione
shike. Nijedan ecl¢kiron ne pogada
i zaklonu, recimo, tatka B, jar ona . .
‘predstavlia ‘centar prvog difrakcio-
nog winimuma, Neka je pa dodatni
impuls u ‘pravew .¢-ose, koji pri in-
terakeiji sa zaklonom dobija clek-
tron kol pogada ekran malo uleva
od tatke B. Dakle, veding glektrond
dobija impulse u domenu izmeda
~~pg 1 pa. Tada je apsolutna neod-
redenost. impualsa u praveu x-ose:

A p=pg. Sa slike se vidi da je;

Ap = psin $ ﬁ.s.wl sin &,

dok je neodredenost polcfajas

ot akt e <

Axd, Sh 331

pa je proizvod necdredenocsti:

AxAp = .Ml. d'sin & 33.3)

26 .e,.___ﬁ..unn. Heisenberg (1901—1976) nematks fividar: radic na - problemiims kvantne meha-
nike, 1927. god. postavio princip neodredengsti. Godine 1222, dobio je Nobelovu nagradu-ze fiziku.-
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Hﬂ»n&&n.ammnwnmﬂ na pukotini, ustey za pojavi prvog difrakeidnog minityuma ima
ablik; . .
asin § =4,

pa s2 Zdmenom ove .E..&_._o.ﬂ..m u relaciju {33.3) dobija: :
Ax-Bp,=h=27h,

w»a.Hmcmvm.Hmmnc.m"mmﬁﬁ&wnnamqmo,aaq&mnc.oa.. ._,..wu.m.vmnomﬂanuomxupwuoﬁ.m-
oafu i impuls estice: .
Ax.Ap =k

Znudi, talasna priroda mikrocestica nameée konadnu granico na tadnost simultanog
-merenja wjihovog ‘polofaja § impulse. . .
Relacija {33.2) pdreduje granice primenljivosti zakona klasiéne mehanike.
‘Nemoeguénost istovremerioy. tafnog merenja pofetnih uslova kretanja ‘mikrodestica,
4. poloZaja | brzine, uslovijavaju nemogudénost gdredivanja putdnie {trajektorije)

mikrofestica. To znadi da klasini pojam trajektorije (orbite) nema smisla. u slucajy

kada se posmatra kretanje mikrodestica 1 atomskim -razmerama. Meditim, za
stiutaj kretanja mikroskopskili tela, proratun izvrien pa. osnovy relacije neodrede-
st (33.2) pokazuje da se neizvesnosti polo¥aja i brzina ovik sfa. MOEL Poipino
zanEmaciti. Ako-se refacia (33.2) papise u obliku: .

Ax-Ay, =him (33.4)

vidi 52 da e, s obzirom ne make vrednost kvanta dejstva kv odnosu na mase makio-
skopsikih tela m, odnos #/m vilo mals veli€ina, pa se za. ovakya icla netzvesnost
koordinalé I brzine mogu u potpunosti zanemariti. To znadi da s& od tola velikih
Mm@ jsiovremeno mogu mexiti poloZaj i brzina, §to je osnovna pretpestavka u Kla-
$iEn0j méhamics, .

“Jedna od posledica principa neodradenosti je odsustyo stanja- apsolutneg
mirovanja. Takvo je stanje, prema klasiénom shvatanju temperaturé, -dostignuto na
epselutno] nuli. Trebalo.bi da na apsolutnoj nuli sve Zestice miruju fmpuls jednak
i}, ‘Ako bi sve Zestice nekog tela mirovale, tj. Imale tadno: edreden impuls, tada
bi-one, prema. priacipu-neodredenosti, imale popépunc neodreden. paloZaf (bile bi
rasporedene svuda po beskrajnom prostoru). Praksa pokazje dase telo na tempe-
raturi bhiskoj apsolutnoj nuli talazi u dyrstom agregatuom stanju i'zanrima konadan
prostor. Prema tosme, impuls njegovih sastavnih defova {(atomad, molekula) ne mozs
biti precizono odreden, . konkretno u. ovom sluddju nije jednak nuli, veé je reda
Al gde je { linearna-dimenzija tela. .

— Neodredenost energife 1 vremena. Osim rélacije neddred:nesti koja pove-
zuje koordinaty i itmpuls, konstatovano je da postoji-i retacija neodredenosti izmedu
energije 1 veemena:

. AE.Arzh (33.5)

gde A ¢ predstavija vremenski jnterval u kojem gestios ima eanergiju £LA
Treba nuglasiti da, kako je vreme u:kvantnsj mehanici parametar, & né ope-
Taor FiziCke veliting, relacija (33.5) nije ugradena u kvantnomehanitki formalizam,
Medutin, svi eksperimentalni rezultati pokazujuc da nije mogude simultang, ‘proiz
voling tadno edrediti edergiju mikroobjekta.2a preizvalino Kratko vreme. Probiem
‘mefenia energije mikroobjekta se (5 obzirom na relaciju E==/fi'esy svodi nd problem
merenia krugne frekvencije. D4 bi se odredila kruZna frekvencija menohremaiskih
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Zivota pobudenog stanja atoma krade. Pri

‘duide, diz velikog broja vrlo bliskih talzs- £
o

oscilacijs adephoting je da se izmeri broj kruinih oscifaciia #' v vremesskom in-
trervale A i .

1

E..haln 33.81

Ay (33 :
3-obzirort 42 e mora odrediti broj celih ‘oscilacija u konaénom yremenn A 5, naie
manje s& uvek grefl za jédnw pscilacijy, tf An' =1, odnosno na osnovy reldcije
{33.6): ..

Ap=—Tm (33.7)

kdko je A Ewsh Mg, obrazac(33.7) daje pomemito relagiju: neodredenosti:
AE A1z

tz nuvadenih primera sc vidi da je neodredenost Fizidkil velidina, vezanih rov
lacijama neadredenosti, iskljudiva posiedica .a:.m:NBP adaosno korpuskularne-
-tafasne prirode Sestics, :

~ -Atom irelicije nodredenosti. Na osnovu refucije (33.5) se mo¥s objasnitt
Za3td st atom ne regisiruje o medustanju 2 vreme kvantiog skoke$”, Naime: zz
merenje energije elektrona U atomu s2 tadno¥éu vedom od A mﬂ.mml.;mn.ﬁwun su
£; 1 E energije elektrona ¢ podetnom | krajnjem stanju) je potrebno, daleke duse
vremeod trajange kVantnog skoka. Pasljiv ditalac moZe da priteeti dz se Gvim stavom.
‘naruiava zakon o odriaaju enevgije. Tatno je darelacija (33.5) dozvoljava da kvantni
sistemi za veoma krdtko vreme narule ovaj zakon. Naime, kvantni sistem wmofe iz
pofatnog stanja £ da prede u bilo koje stanje E;bez ikakve interakefjsa okolinom,
ako s¢ 9 pofalne stagje vrati 22 vreme A ¢ koje zadavoljava uslevi Az - | BemE pt3
Ovakva stanjz £ / vantaih sisterna se pazivaju virtpelna {nemerlj iva) stapja..

. Relacija neodredenosti {33.5) takode dovedi do izvesne revizije pojina sts-
cicnarnih stanji aioma. U oseovnom stanju elektron mo#e da ostane beskrajng
dugo, jer ne moZe-da izvr¥i prelaz na‘nii nivo. Tada je A f==0, odnosno & £=0,
piiedirina energetskag nivead oscovaog stanja jednaka noli. To'znadi da j¢ energija
{sénovnog stenjed Ey potpunc odredéna. Medutbim, elektron o pobudenom stanju
ostaje veorna kratko vreme. Za svake pobudeno stanje karakferistizno je srednje
vreme Zivotd . 2li se-atom moZes deekscitovati-kako pre, tako i posle isteka vreme-
nu: 7. Ovakva ncodredenost viemena boravka elektrona na energeiskom nivow £
uslovljava, na osnevu rtelacije (33.5), neod- o .
oy O i i pabiudiena gl o
Tedenost u energii nivoa: .

..._ W pm

AEzL 33.8)

koja je utoliko veén, ukoliko je srednjé vreme

prelasku elektrona iz pobudenog stanja E; u.
ssnovno stamje £ (sl. 33.2), emitovano zra-
Zenje ima, wiesto jedne diskretne tilaspe

Ny

nili duZins. Spekiralna linija, prema tome,
ima néku konaéne Sirinu koja se naziva
privoedne Firina. ‘Bl 13,2

GEnpvhAe reania
7 U gvom jednostavnom pristupu fzuzeti su {zapermareni su) vilekvantpi prelazi izmedo

dva kvantaa stanja;
308



Kao 310 je veé redeno, Hajzenbergova rélaciia neodredenosti £33.3) negira

mogunost odredivanja putanje mikroobjekata. fz ovog. stave dircktno sledi da
.wo.nmaﬁ tvrdnja o kruzenjur elekirona ko jezgra atoma, w 6kviru kvantne miehanike
gubi smisao. Olfiglddno je da e umesto klasidnog mehanigkog objusnjenia (31:8)
stabilnesti atoma mora uvesti kvantnomehanitko tumagenje. .

Pomodu relacija. neodredenosti (33.2) jednostavno se. moZe objasaiti zafio

elektron, kao negativno naglektrisanje, usled Kulonove sile, ne padrieé na pozitivno:

jezgro i ako ne kruZi oko njega. Ako se kaZe da se elekiron u jednom trenutku krece
nz rastojanju s od jezgra, sa impnisom p, proizvod ove-dve veliding rior biti naj-
manje jednak kounstanti f, ti.

o pr = k. {(33.9)
Jer bi se inae naruSio princip ncodredenosti (33.2). Ukupna energija {nerelativis-
titkog) elektrona, i atomyu sa jednimelektronom je zbir njegeve kinetitke i poten-
cifalne znergije: . .

AT 133.10)

PR
2o 4atz, h

(33.11)

Atom, kao 1 svaki mehaniéki sistem, postaje stabilan kada mu energija dostigne
minimalow yrednost: Minimurs funkcije (33,113 odreduje se iz uslova:

dE  1p i zet

e - (33.12)
dp 2m 4w A4 .
odakle se dobijaju parametri atoma u stanju stabilne ravnoteZe:
s i mzer | mzé® al
amey ko 2¢ A
p S
PRI, ¥ b (3343
P mig? w mzet
) : N.M 4 . b3 e
Ey e e i na..m.tl. w...ﬁn.p o
{4y 28 8gg P

S cbzirom na 1o da su vrednosti (33,13, b. i ¢) identiéne relacijama (3(.9) i {31.11),
moZe se zakljuditi da relacija neodredencsti kombinovanasa principom minimiimy
efergle U stacionarnom stanju. verno reprodukuje eksperimentalno proverera
predvidania Borovog modela za ospbine atoma u osnovnom stanji.

_ Elektron moZe da pride blije jezgru .od prve Borove orbite, samo. ako dobije
.nnn_m.ﬁm impuls, cdnosne dodatnu: enetgiju; ali aa rastojanjur <rs nije Vide u veza-
ném stanju, C

Nt osnovu izlvfenog se mozZe zukljuditi da se'smanjenjem dimenzijs sloZenog
kvantnog sistema mora poveéati energija veza izmedu delova sisterna. Relativno

slaba Kulongva sila nije dovoljna za jzgradnji kvantnih sistema koji imaju manje

dimenzife od dimenzija atoma (roe 10T m}. Medutimznatno jada sila jake interakeije

povezuje delove atomskag jezera (prototie i neutrons) u stabilan ¥vantnomehanicki

sistem, dirmenziia reda velidine 1014 m,

3o

33.2. POSTULATI KVANTNE MEHANIKE

S obzirom na izloZene specificnosti mikrosveta, kvantaa Fizika opisuje njsgove
osobine pomoCu matematitkog aparaia, koji se bitno raziikuje od aparata klasitne
fizike. Polazedi od ‘osnovne uloge eksperimenta | procesa merenja pri upozrdvarnju
mikrosveta, 1 osnovi matematifkog aparata Kvantne melianike. leze Setiri teorijska
posTulata®d, .

a. Postulat o fankeifi stanja

Ovim se postulatom definiSe matematicki objekt kojim se opisuje stanje
kvantnomehanitkog sistema: ,,Stanje kvantnog sistema se opisuje furnkcijom stanga

R m. £}, 28 kaju ve3{ princip superpozicije,’ Sve merljive osobine mikroobjekia mogu

s¢ izradunati iZ njegove funmkcije stanja.

Funkeija stanja (talasna funkeija) ulazi 0 matermatitki formalizam kvantoe
mebanike, kao geaeralizacijz De Broljeve ideje o talasima materije. Ispravno tumas
fenje fizitkag smisla talasné funkcije dao je Maks Borm 1926, godine.na osmovy
pafljive analize nastanka interférencione slike (sh 33.1). Ako se kvanti (fotoni,
€lektrond) propuStaju Kroz pukatind jedan po jeddn, pri prolasku jednog kvanfa.
irag se javlja samo na jednom mestu na ekramu, dok se na ostafim ne dogadaju
nikakve pramene. Znaéi jedan kvant ne pravi interferencionu sliks, veé pri prolasku
kroz puketinu skrede pod odredenim uglom &ija se.viednost statisticki -menjo. od
Kvanta do kvanta. Kvanti v celini stiZu do ekrana i gomilaju se.na mestima koja
odgovaraju maksimumu. verovatnocs skretanjz. Difrakciona slika ‘ne nastje zbog
toga 3to s¢ kvanti ,razmdazuju’’ na pukotini, ve€ zato Sto njilidve skretinje na pu-
kotini- ima sludajni karakier. Talasna funkeija, kojom se opisuje kretamje kvanata,
i koji u velikom broju izgradujir interfefencionn sliky, ofigledno odreduje vérovats
noéu-da Kvanti uddre na.odrederic mesto nz ékranu. .

Taénije refeno, u opitém sludajy, kvadrat modula tajasne funketje jednak je
verovatnoti dP da sc estica nade unuiar zapremine 4V

dP=i4pdy (33.14)
S obzirom da je tzlasaa funkcija kompleksna funkefia reatnil promentjivih ri ¢, uvek
moZe da se izrazi u obliku:
DUr, tj=a+ ip=de® (33.15)
gde S0 g, b, 4 [ o realne funkcije od Fin d je amplituda, & rje faza komplelksme
funkeije. Konjugovano kompleksoz funkeija. p* se definife relactjom:

G (r, fyma—ib = dei® (33.16)
Na osnovu (33:15) 1 (33:16) se vidi da e profzvod:

33 Cesto sr; vee istakputa &injeriica, da se'u kvantioj fiziél rezuliat merenja $vake fizitke
ne tretiva kao suitistidka veliing, naziva ,nultim postulatont kvanine mehanike.
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S Gbzirom da se mikfoobjekt sigurnc nalazi u nekom delu prosiora (femu

adpovars verovstnada P=1) zapreminski integral (33.14) po ukupacm prostory
mora. biti jednak jedinici: .

L_,_..n.,ns%_@e%.&\n?w%u __au.:s
L ¥,

g%

Voo

~ Uslov £33.18) naziva se iiloy nozniiranja. U kvantio} mehanici se verovatnods
stangs moZe izragunati samc iz normiranih funkcija stanja. .
Navéden {izigki smisic mogu da_icraze samo jednoznaéne, neprekidne |
kvadraino integrabilne f; urkcije stanja, koje suuvek razicite od nule, jer ekiperimenti

pokazuju da je verovatioda dogadaja uvek jédnoznadng i.neprekidna funkcija vre-

menn 4 koordinate, 2 usfov (33.18) mogu da ispune saino kvadratne ‘integrabiine:

funkeije koje su razligité od nule. Pomodu talasne funkcije mo¥e samo da se pred-
skaze sd kojom verovatnocom Zestica mo¥e da se pronade u razli€itim taBkama pros-
tora. Ma prvi pogled izgleda da kvantnd mehanika daje mnrogo manje taino flscrpno
opisivanje kretapja Zestice nego klasiCna mehanika, koja teéno odreduje poloZaj

bizinw festice u svakom treputko vremena, U realnosti, medutim, aije tako. Kvantsa.

mehztika mnogo dublje atkriva stvarno ponasanje mikigestica. Ona ne mo¥e da
adredi'same ono, St ustvari i rie postojl. Primenjeni na mikrofestice pojmovi odre-
dencg poloZaja i trajektorije, kao §to je ved istaknuito, gibe svoj smisao.

b. Postolat o operatorima fizidkih veli¥ina

Za vazliku od Klasitne fizike, gde.su-oscbine fizitkih sistema (etiergifa, impuls,
mement impuisa-ied.} opisane matezmatickim funkcijama koje moge imati proizvoline
radine brojne wrednosti, v kvantng} mehanici se svakoj merljivaj fizicke] osebini
kvaninog sistema pridruZaje matematicki ”o.ﬁwimon.. Postulat o operstorima moZe
mm.mmmwowﬁ:__mm:u.m_nammmgmm:“.:.wﬁwmk..Nmmkag..cﬁ.ﬁ.mh.ﬂ.%% %ﬁ&ﬁmﬁn?w@&i

ermiiski operator £ pri femu se merenjem vrednosti veliGine § dobifa ivék Jedna. od
Stvajsivenit vrednosti operatora F.

" Dz bi se ¢vay postulat razumeo, neophodno je da se upaznajo ozpovne
oscbine kvaninomebanitkik operatora. ‘Operator. je simbol za odredenn matems.

UCKd dperaciju kojo treba jzvesti na nekoj pramenliivej veliGini. Tq su, ta primer,
oberator ¢in, afox, ¥, ( Y itd. Kako opitem slu&aju fezultal priment dve mate-

matitke gperacije zavisi od redosleds primene tih operacija _ﬁ:m pritaer, mﬂl.@d #
%mw“. kvanimemehanidki operatori u ommn.mﬁ siudaju nisu komutativnis
dxf

‘ A-B£B.4 (33.19)

Moie se pokazati da je data relacija matematiZka osnova kvantnomehanickih rela-
cijn nieodredenast, Z..:.En... ako operatori P { m.w ne komutiraju, tada se Tizridke ve-
ligine p i g ae mogy simultano, proizvoljno tand meriti: N

Delujuci e kvantnomehanitko stanje ¢ operator fizitke velidine F mora dati
novo kvantnomehanigko stanje @89

Flon £33.20)

% Kozt se. Operator 7 ponmenjen na & daje neku novu funkeiju .

312

Delujudi na linearan Kombinaciji stanja, operator Fizicke veligine F mora da da
linearnu Kembinacije novih stanja, U protivnom bio bi haruien poincip superpozi-
ciie stanja. Fnadi: .

Fla & + @y W) e g Fuo+ o . JJ.
ﬂ.w b4 lm...,rv P4 Edy b, Gy +m_lﬂt..w. mmm.»\.ﬁv
Fay Joy Fiy a5 !

Mz asnovirizlodesce, 11 tagnije da biprincip su perpozitije bio zadovoljzn, operaior
Fizicke veliting ¢ kvantnoj mehanici mora biti linearan, $lo se u opstem sliajw
zrafava asiovom: . . _

FRupl,~ Za ki, (33.22)
" n.

. Prenega $to se prede na sledeéi 2ahtev koji mora d ispumt -operater [izidke
veli€ing: U Yvantio] mebanici, zadr¥imo -se na svofstvénam problému opecitara,
Svaistveni problem operatora F jeste jedn aginas

F=Fy (33.23)

gde je ¢ kvantnomehanitko. stanje, a F bcoj koji predstaviia izmeregu vrednost fi-

-zitke veli€ine fu tom stanju. Obino se svojstveni problem taspadana niz jedragina:

Fy,=F4, - n=0,1,2 ... (33.24)

Funkcije o, su ivojsivene funkcije oporatora F, a brojevi £, (izmamne veednost
fizitke veligine £) se nazivaja svofstvene vrednosti,

BatematiCki prelaz sa (33.23) na (33.24) ustvari opisuje. sam ake merenja, Pre

mereaji se sisteny halazi u stanju 4 (Koje je superpozicija svoistvenifi §tanja )

{.nz mjemu s€ mogu {sa razliitim verovatnocama) izmeriti sve mogude svojstvenc

srednosti fizicke veliSine £ Aktom merenja se dobija-dodatna informacijz o sistemu,
odreduje se jedna od moguéih svojstvenih vrednosti meréne velidine 7 Costo se.

kuZe da merenje {izitke velitine 7 na-sistemuy, prevodi sisiem u jedno od svojstvenin.

stanjz operatora £. Kako su brojevi £ izmerene vrednosti. fizicke veliSine, oni.

miorajn biti reaini. Ovo nameée drugi astov, koji trora ispunjavati operator £, da: byt

v s

predstavijae fizitku velicinn, a to je uslov ermiciteta. Ovaj se-usloy matematiki
formulife na slededi nacin:

/ YRy~ [ Frgruy (33.29

{intcgral bez pramnica, 0 prethodnom izrazu i u daligm tekstu podrazumeva integra-
ciju po celom prostoru). .

_MoZe se pokazati du iz uslova (38.23) sled fealnost numerickil vrednosti F,
Ukoliko se pretpostavi da F mioZe imati i kompleksne vrednosti, jedpading (33.23)
1 Wjoj konjugovana jednatina. glase:

(33.26)-

Frge —poyr {33.27)

L
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Mnofenjem (33.26) sa F*, a (33.27) sa 1 integracijom po celokupnom prostoru,
dobija se: ’

JoByavorfogav (33.28)
JoFegsavor»{o=ydy (33.29)

$-obzirom na (33.25), zamenom u (33.29) i oduzimanjem od (33.28) dobiju se:
Ou (F-Fry [ o554V (33.30)

Kakoje Fd 4V £0, jer talasna funkcija u kvantnoj mehanici ne mose biti Jednaka
null. da bi relacija (33.30) bila zadovoljena, .ostaje uslov:

F* F (33.31)

a ovovadi samo za realne brojeve. Pokuzano je, prema tome, da su svojstvene vreds
nosii ermitskog operatora, koii ispunjava uslov (33.25), realni brojevi. .

Rezimirajuéi izlofeno, moZe se rect da kvantnomehanicki opecator fizicke
velitine mora biti Jinearan i ernmitski. Linedrnost operatora je potrebna zbog pri ncipa
superpozicije, dok je ermicitet potreban zbog &injenice da- su izmerene vrednosti
fizitke velitine realni brojevi.

Kcotespondencija izmedu fizickih velidina I odgovarajudih operatora zavisi od
predsiavijania talasne funkdije. U koordinatnej reprezentaciji, gde ¥ zavist od koordi-
nate i vrémena), koordinati Sestice Korespondira {pripisuje) -se -multiplikativei
operator (tj, operator, &je je dejstvo na Funkciju stanja — mnogenje):

x — % (operatory (33.32)
sa dejstvom: . ] L
: R 0) =z, 1) EED)
. Jmpulsa: Zestice, koja se krece u praveu x-ose, odnosno p,, korespondira
{pripisuje) se diferencijaini operatot:
) .
P B il (33.34)
&ije je dejstvo na ¢

. v .
Belbx, Dy i mm (33.35)

Dalje, svakoj fizitkoj veligini koja je u klasitnoj fizici funkeija koordinate i
mmpulsa korespondira se operator po pravilu:

&W....-

Fix, p)>F 7 —if ..ml.v__ (23.36)

Naprimer, za kinetitku energiju destice (koja se krede: u praviu x-ose) se
dobija:

. 42 . y
R A it ;J wa (33.37)
2 25 2-m dx 2m dx :

3

.hnauom.z:ao. mwnowm&&mamovﬂwﬁolwooa_‘:maw tmpulsa definisani relacijama
{33.32) i (33.34) ne komutiraju. Razlika® : .

‘Ruziva se komutarer operatora koordinate i imptisa, Ako'se ovaj komutator primeni

aa proizvolinu funkciju stanja § (x, 1), dobija se:

dx ox ox 9
- i Twu LD SIS
Jgx dx
odnosnio: .
xopl i 13339

Komitater je razlicit od nule, §to zouti-dd operatori koordinate i impulsz ne ko

mutiraju, u skladn sa relacijom neodredenosti (33.2) koja tvedi da se koordinats §
impuls s¢ Ae mogw simoltanb odrediti sa proizvaljinom tadno&du.

¢. Postulat o olekivanim vrednostima rezuitata merenja

Ovim se postulatom odredije kako s¢, pomodu poznate taldsne funkcije siste-
ma i pomodu operatoia. F neke fizicke velitine Sy -iarafunava najverovatniji rezultat
merenja te fizitke velidine; Pri opisivanju svojstvenog pioblema operatora (33.24),
refeno je da svakas vojstvena vrednost aperatora Fy odgovara jednom od wmogudih

rezultata merenfa. Yerovainoée dobijanja pojedinih recuitata se, medutim, cazlikuju

i.zbog toga je penphodno da se definide najverovatniji tezuitat merenja, .odncsno
otekivana vrednast rezultata merenja: nOCekivana vrednost rezultata nierenja fizicke
velicine f, na kvantnom sistemu, koji opisuje normirand talasng Sfunkeija, zradupava
§e prema; ;

Fo fosFody (33.40)
Ozekivana vrednost fizicke velicine f ozdagena je u relaciji (33.40) simbolorr za
srednju vrednost F, jer se onz i dobijz ka0 srednja vrednost rezultata vedeg broja
merenja na nitkroobjektima iste vrste.

d. Postulat o vremenskoj evoluciji talasne funkeije (jedoatina Sredingera)

Osniovnom pretpostavkom & promeni talasne funkeije, odnosne 0 promeni
stanja fiziCkog sistema tokom vremena opisuje se u sustini dinamika kvantongméha-
nifkog sistema. Qdreduje se, naime, kake se ponasa sistem u polju dejstva neke sile,

Ovaj postulat koji zamenjuje Il Njutnoy zakon pri opisu kretanja objekatd 1 mikpo-

svetu, glasiz ,Evolucija talasne funkeije % (r,t) u vremeni. proporcionding je defstu
operatord energife (Kkamiltonijana) na talusnu funkeiju:

ifi % s .m.” 1y &._fﬂ_.. ) . (33.41)
¥
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Relacija (33.41) je osnovai dinamidki zakon kvantne mehanike i poznata je pod
nazivom jednading Sredingerd®, Jednatinom Sredingera se pomaanje kvantnih

objekata opisuje o neretativistickoj -aproksimaciji; $to znati da se-ona ne mofe upo-

‘trebiti za opis kvantnih pojuva koje se deSavaju pri velikim brzinapia kretanjd. Rela-
tivistitko wopitenje Sredingerove jednatine formulisao je Dirak,

U {nerelativistitkoy klasi¢noj fizici akupna energija Cestice je zbir ajene Kine-
Liske: p2j2m | potencijalng .Q.ﬁﬂ ..3 energije,

E=F yug p (33.42)
2 :

Operator energije (ili Hamiltonov oua._.u.ﬂon.mu s& dobija kada sé u relaciji (33.42)

klasi€ne promenljive zamene operatorima prema pravilu korespondencije (33:36):

2m .mw.w..u 832 dzYy

‘5 obzirom. da je koordinata u kvantnoj-mehanici, -prems. {33.33), moltiplikativoi

operalor; & vreme parametar, operator potencijaine enefgijs. koiim. se- ppisuje polje

sile u kojem se Sestioa krede ima isti matematieki oblik kao u klasicnoj £ fzici (naravno
pod pretpostavkom da potencijzioa energijd zavisi samo od koordinate i vremena).

U relaciji (33.43) operator u zagradama se naziva Laplasov operdtar, obelefava se
sa A, odnosno:

Ut eenns b e (33.44)

dx . b o2

Koriscenjem relaciia (33.43)1 (33.44) jednagina Sredingera se moZe napisati u obliku:

PR SR CRN ) (33.45)
a7 2m o )
Kao §to se vidi, u Sredingerovoj jadnadini javljaju se kac parametri datog mikro-
ohjekta masa in | potencijalna energija /. Akosu masa § potencijelna energija. neke
Cestice poznate, za hju se moZe napisati jednadina Sredingera. ReSavanjém ove jed-
ni€ine dobija sc talasna funkeijn Testice, . . .
Na kraju treba istaci da je réSavanjé jednadine Srédingera obiéno sloZen mig-
tematiCki probilem. Metode Kvantae mehanike mogu se, zbog toga, ilustrovati samo.
na izuzetno uprodtenim fizilkim primerima. .

3. STACIONARNA STANJA CESTICE

343, wmmc.ﬂ.znmmo.«ﬁ JEBNACINA ZA STACIONARNA STANJA

Posebno je vaino upoznati kvantnomehanitki opis stacionarnih stanja. U

stacionarnom stanju energija Jestice je stalna. Prema (33.43), ovakva stanja gestice
opisje hamiltenijan koji me zavisi gksplicitne od vremena, tj, kaji Zadovoljava

90 Erwin-Schridingee {1887—1961), Alsirijanac, Polazedi od De Broljeve falaspo-Cestidne
teorije o materiii, Srédinget je razvio talasnomehunitki modei atoma, kojt’ predstavija osnovu
suvremenih shvatiunja, ¢ strukivri atoma. Godine 7933, podelio je Nobelovu nagradu sa Dirakom
koji Je rizvio refarivisucku aiasnu mehdniko.

36

SN _I_J U 1) (33.43)

usloy;
.Em.Em_.Snau.z H eksplicitno iz zavisi od vremena ukaliko potencijalna energija { ne
Zavist od vremena. Tada je polie sila, u kojem se-Gestica kreée, stacionamio.

Kada se kvantnomehanicki objekt nialazi u stacionarnom stanju, Sredingerova

Jednatina (33.45) mode se rastaviti na dve jednadine, od kajih jedna zavisi samo od
vremeng, a .dragz samo od koordinata. Postapak razdvajanja je slededi,

Akogesa @ m.w t) oznadi talasnd funkeija stacioaarnibistania, tada wﬂ.ummn.mnwo.ﬁ
jednatina: (33.45} dobija oblik? ’ . o
R N
O 0=REOE ) (34.2)
Re3enje ove jednagine se traZi u obiiku proizvoda jedne funkcije vremena i Jedne
funkceije koordinata: o
Rl RO (34.3)
pa‘rélacija (34.2) dobija oblik (uzimajuéi da d/a t-sdfdt, jer u zavisi samo. od 1

T Ta()=at) AE §6.
; -
Deljenjem posiednjeg izvaza sa % (1) () dobija se:
TP - (34.4)
w@) de T T

Leva strana jedaadine (34.4) zavisi samo od vrémena, a desna strana samo-od koordi-
nata, un@uwwoﬂ rmofe biti Zadoyaoljéna zd svako 7 f, akoje svaka od sirana jednading
pouaosob jednaka nckoj konstanti koja ne zavisi ni od koordinata, niti od vremena.
Ta je konstanta ukupna (totaina) erievgija Eestice E; Premia tome, jednaGina (34.4) se
moZe napisati Kao: . :

L __H.mmwgﬁni_nﬂm&fa — E~const (34.5)
&© AH u 4 nw_h Hﬁu
Reldcija (34.5) se svodina dve:
d ol (34:6)
) wr) 4
1
HEY N =E$@) (347
Jednaina (34.6) se jednostavno refava:
¢ mn..?vu.u. —i lmw dt = Inf[z()]= - Tlhl t+Inl,
«{¢) ¥ ) k ’

'
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Jedrnalina. (34.7) predstavija svojstvéni problém operatofa enétgije i reSava s¢ od.

studaja do siuéaja, zavisno od oblika potencijalné energije. )
. Na osnovu relacija (34:3) 1 (34.8) mo¥e se talasna funkcija stacionarnih stanja
‘papisatl w obkku:

B (r, ) =& (7). CeTTEME (34.9)

gde se & (r) nalazi kao telenje svojstvencg problema hamiltonijana iz Jjednadine:

4.7, _ _ e
Da bi ¢ dokazala ispravnost reladije (34.9) uvestimo je 0 jednadinu (33.43).
Tada se dobija:.

il i BNy peiEme_ _ B FIER L g Ly Co D
. Wl 2m
Nakon skradivanja sa Ce—i(£# dolazi se do. jednating (34.7);
. 2
Fye - Ay ety
2m

Zna¥i da se za stacionarna stanja talasna funkeija @ (r, £) mo¥e uvek: fzraziti
kao proizvod dve funkeije. od-kejth jednd zavisi samo od vremiend, a druga samo.od
koordinata. Vremenska funkeija je uvek odredena relacijom (34.8), dok se talasna
fakeija & (7 koja zavisi samo od polofaja festice dobija kao refenje jednaéine:

2m
Mwu
koja se maziva jednacing Mwm&__.xwmﬂ. za stacionarna stanja.

U sludaju da se Sestica kredeu praveu jedne od koordinatnih ose, na primer;
x-pse, jednddina (34.10) dobija oblik:

A&y E =0 (34.10)

2P E Uy 6=0 (34.11)
dxt R

Redavanjem Sredingerove jednaBine (43.10),tj. svojstyenog, problema operatora
nergije nalaze se talasne funkcije stacicnarnih sténja, odnosno odreduju se vero-
vatnode nala¥enja Sestice u razlicitim tadkama prostora.. Od ‘svih- mogucih .R.mn.am
diferencijaine jednatine (34.10), moraju se odabrati one talasne funkcije: koje. su
jednoznadne, neprekidug i {(po modualu) kvadratno integrabilne i zadovoljavaju gra-
niéne usiove datog fizi¢kog problema, jer-se same takvim funkéijama moe pripisati
fizi€ki smisao. B 5

Iz jednagine (34.10) i uslova kaje mora da zadovolj talasnz funkeija nepo-
sredno proistiéy’ diskretne viednosti energije. Na 'slitan natin iz postulatd kvantne
mehanike direkino siede T diskretne (kvantirane) vrednosti drugih merljivih veligina.
Na primer, reSavanjem svojstvenog problema operatora momenta impulsa { prime-
nom navedenih usiova za talasnu funkeiju dobijaju diskretne svojstvene vrednosti
zit Moment impulsa.

_ Skup svoistvenih yrednosti festo se naziva spekiar fizitke veliGine, Ako e taj
skup prebrojivi?; dobijeni spektar je diskretni. AXo svojstvene vrednostosti obrazuju
neprebrojiv skup®3, dobija se¢ kentinuirani-spek tar. .

NalaZenje svojstvenih.vrednosti { svojstvenilt funkeija operatora aglaviom
predstavlja teZak matematitki problem. U sledeéim poglavijima -analizira se nekeo-
liko kvantnemehanitkil problema. koji s¢ mogu relativio lako rediti, a pri tome
znatno doprinose razumevanju ponaianje Cesteca mikrosveta. .

34.2. KRETANJE SLCBODNE CESTICE

sut

Z gesticu se ka¥e da je slobodna, ako se sa staldim impulsom p kreée po iner-

cilt, van poljasila. U odsustvu polja sita potencijaina energija je jednaka nuli (I/==0)

t2 se slobodno kretanje Zestice. duZ x-ose-na osnovu {34.11) opisuje jednacinom:

12 2 .

i YT (3412
Kakeé je zz slobodiu Zestice. E=p? /2 m, na osnovu D.m.& se dobija:

2mE 2m p? 2 : .
i —— e .ﬂ.....l..lh.ﬂﬁm w&—m )
P R Zm (34.13)

te jednadina (34.12) prelazi u oblik poznat iz teorije oscilacijaz. -

— kG0 . (3444

Za svaku viednost k£ (odnosno E) ova jednagina ima kompleksno resenjed®:

§ () = G eik3 (34.15)
Na osnovu (34.9) talasna funkcija slobodne Zestice koja se krete ¥ praven | smem
x-ose ima. oblik:

@G, =G exp ;Tm_é& (34.16)

Funkeija (34.16) se naziva kvantnomehanicki ravoi falas. Sioboina Zestica. opisana
ovim talasom moZe imati.bilo koje vrednosti energije, tj. ima kontinuizani spektar
svojstvenih viednosti énergije. .
Iz relacije (34.16) s¢ vidi.da j¢ za slobodnu €esticn:
1D 12w D = C2const (34:17)

$-obzirom-da kvadrat modulé talasie funkeije slobodne Sestice ne zavisi od koor-

e

'dinate, na osnovy (33.14) rofe se zakljuditi da se ona si podjediiakem verovatnoe

92 Prebrojiv skup sadinjavaju elementi, koji se mogu ozna¥ini celobrojnim indeksom, na
primer; 4y, Az .., itd . . . L .

2+ Neprebrojiv skup. salinjavaju ¢lementi koji su funkcije kontinuirane promeuiiive, na
primer; f{¥}, pri femir s¢ x kontinuirano medja. ) o o B

24 Vrednost konstante € 5€ dobija normirznjem talaste funkcije sa konlinuiranim spek-
trom. - Maremaileki. detalji ovdg postupka prevazilaze, okvir ovoga kursa. .

Ay



com sulazi u bilo kojens delu prostora. Ovo je u skiadu sa Hajzenbergovim pringi~
DO .mm.oaqnmnzoﬂm. {33.2), jer je uvodsnjem pretpostavke o tagng odredehom im.-
.ﬁﬁﬂc h.nw,mm H_m m odbadena moguérost da ¢ poloaju festice bude nalto now..zmg.
.@.mawﬂ.ﬁﬂﬁaéua kretanje se ne javija u pritodi (na Besticw uvek deluje neka
sifa), ali se u mnogim kvantnomehanickim proradunima kretanje Zestice v palju
slabih sila moZe dovoljno tadno opisati ravanim talasom, o .

345 CESTICA U BESKONACNG DUBOXOJ POTENCITALNOJ JAMI

. Posmatrajmo krétanje mikrodestice duy X-05¢ u potencijalnoj jami. prave.
ugaaorog cblika beskonagne dubine, kao na sl, 34.1a. u.w .“.Mwm_w?“mwﬂw_%_wm.ﬂwﬂwn.
molekula gasa u nekoj Kutiji-Gvrstih zidova, Molekul se slobodno krede sve dok ne
pogedi zid {od njega se elasti®no odbije, Slidna je situacija sa stobodnim elekro-
nom u komady metala, ako se zanemare retke inierakeije sa pozitivrim jorima i
£k0 Jz visina potencifalng barijere (izlazni rad) mnogo veéa o kinciidke mmﬁ..mam
wﬁ_ﬁmwﬁﬁm U tont siugaju se elektron slobodno krece kroz metal, ali g1 ve moge

ﬁ.wv (b}

m‘_ln.@.ﬁu...ﬁuln

Uwew Uag

U w o

a h x
81 34,1
.m...nm.:nﬂ S¢. U potencijalnej jami siobodno krede ogranifeny je nepropusnim

Adovima na nrestima =0 c=f Potencijal ia I7 § faju :
12 nrestir g =l rotencijaina energifa 17 fe u tom stufaie zadata
pickidnom: funksijom oblika; ! '

fea x<
Ui)=4 0 Ogxgt (34.18)
Lo x>0

WMN» owmm_..w. Wo.:.wm” je energija Zestice E, opa se ne moZe nadi levo od taske 0'i desno

3¢ tacke L Prema tome u oblasti 11 3 talasna funkeijz Zestice tors bitt Ao e

jednaka muli- . ja& cestice mord biti identitki

Drii<oy = Y3y = O,

$ obzirom da ralasna funkeija mora biti neptekidna, treba imati jedmai dnosti

; T s LC , treba imati v

i na granici jame; B ] ba.imati jedaake viedposti
. Pz{0)=d, (=0 (34.19)

.ﬁ.~.f.,.83. s gde se .ma(.mﬂ.mow nalazi (oblast.2) potencijalna je energiia jednaka - qui;

cha.m: e je .w.nﬁmaﬂ.nmmznw. opisano redenjem jednadine (34, 14) keoje se u evom

slutaju (Cesiica se-krede levo ali-desno duz X-08¢} pife u obliku; . .

G, (%)~ O %7 &, polhix

LN

LALEL T T e

koji.sz priménom Ojerovih relacija (23.45) moZe transforniisati u dobro poznat9s
Eh2yi= . o
t; (x) = sin (kx +«) (32.20y
Yslovl (34.19) 'mozu biti zadovoljeni- izborom vredaosti za koiistante % . Pre
svegi, 12 uslova 5. {0)=0, dobija se:
mwm AOV =Asind=0,

sdakle sledi da tiora bif x==0. Nadalie, mora biti zadévoljen vsiov:

42 (1) = A sin k=10,
§to je moguée samp u siudaju ako je:
ki~ znw, =1,2,3 ... (34.21)

Vrednost n=0 otpada, jer je u tom sluaju §==0; 3to bi znudilo da u potencijalnoj
jami nema Cestice, Negativne vrednosti r-eenjaju talagnu funkeifu za nebiten fazni -
faktor, pa femd potrebe da sé uzimdju u obzic. .
Zomerom £ iz relaciie (34.13) w (34.21), dobijaju se svojstvene vrednosti
‘encrpiic. Cestipe:
o i

Zmi2

Iz relacije (34.22) sledi da.gnergija Cestice u potencijaingj jami e moZe imati bilo,
koju vradnost, vz¢ je ona kvantovana, Spektar energije je diskreten. Na il 34.1. b
prikazand je shema energeiskih nivoa Zestice u beskonatnoj “jami, Stanje Cestics
$2 ndjmanjomn mogufom energijoni Ey, (1=1) naziva sé osnovng stanje:
ot B
Eimme
; 2miE
a-sva viia siznje nazivaju se pobudena: Raziika energife jizmedu dva susedna ener-
getska. nivoa za <esticu mase m i Sirinu jame / je:
El i .
AF=F —F ~——2n+ 1) 34.243
AE=E, ;1 ~E, MNEGA n+ 1) (34.24
Ni primer, za clektron (7==9,11x 1031 kg)u potencijainoj jami atomskih dimenzija
(1=10-10m) razlika energetskih nivoa: E;—F), prema (34.24), ima viednost:
AE=181x1077=112,8¢V.
Ako ser medutim, uzme .Bn_mwﬁ._. vodorika mase m=3,35%10-27 kg u kutiji &ja
je duzina sirdiive /=102 m, dobija se:
AE,=4,92% 1077 T = 3,07 x 10-14 6V,

Iz navedenth primera se vidi da je kvantovanje energije elektrona u atomskih
dimenzilama oitro izrazeno, dok je -kod molekuia gasa {u sudu makroskopskih
dimenziia} razlike o kvaatnim. niveima zanemarljivo mala, pa se skoto mofe uzeti
dase energija ménja kontinvalno. Préma tome, diskrztne promenc energije izraZene

E,=

o r=1,2,3 (34.22]

(34.23)

P% U smistu. jednacine (41.3) Sje je refenje dato. refdcijom (41,4), Deo-1,

21 Fizike

L
T



s0 oltrije samo za Eestice malih masa, dok se one kreéu u ograniCenim oblastimia
malih dimenzija. . . .
-Bvojstvena funkeja &s (%), koja odgovara svojsivenci energiji £, {34.23),

s¢ dobija ako se u relacijn (34.20) wvrsti izraz 73 & iz uslova (34.21) 1 uvede vrednost

=0, odnosgo

&, (5 = A sin 2=

% (34.25)

I

Amplitudd 4 o.mﬂnm.&.n se iz uslova normiranja (33.18), kojise u datom sludajy moZe
napisati kdon:
!

A ,\ _miw_mw xdx =1,
0
MNakan integracijé dobija se konstanta A za sve vrednosti n:
A=Y (34.26)
Prema tome, konatan oblik svojstvene Tunkcije je:

3, ... {3337

Nasl. 34.2. 2 prikazan je izgled svojstvenih funkcija za:éetic najnizi energetska nivod.

td 2
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-Dobijent rezuitat), za Zesticu u potencijalnoj jami pokazvjit karakteristitne
osobine kvantnomehanickih refénja. Kao $to se vidi, na -osnovu (34.22), ensrgije
gestice su diskretne | najnia vrednost enerzijé aije jednaka wuli; o je u skladu sa
principom peodredencsti. Diskretan raspored energetskih nivoz pojavijuje se usied
primene graniinih uslova nia talasnu Tunkciju. Na osnova klasicne teorije, Cestica
biu Jednodimenzionoj kutiji sa &vrstim zidovima . mogla da ima bilo koju pozitiviiu
vrednost energije, a njena verovatndéa nalaZenja u bilo kdjoi tadki x hila bi 1 .
Medutim, neslaganje izmedu Kiasizne i kvantne mehanike mode- se videti sa sl

322

pona3anje Zestice ima slededi karakter Ako

34.2, b, gde su prikdzane kvantnomehanidke gustine verovathoda nalafenja Eestice,
nz-Letirl najnifa energetska nivos, Broj makéimuma. o ras podeli verovainode jednak:
J& kvantnom brgju #, Sa grafika se vidi da se, na primer za n==2, festica ne-mode
naci na sredini jame, dok se podjednako Eesto nalazi kako u levo], tako | u desnoj
polovini jame. Takvo ponaSanje Sestice je, otiglednae, nespajivo sa klasignom pred-
stavom o trajektorizic

34.4. PROLAZ CESTICE KROZ POTENCIJALNU BARIERU

Kvalitativna rizlika svojstava makro i mikro festica naroéite 58 Jusno ispolja-
va-u njthovem ponafdnju pri susretu sa poteéncijalnom barijerom. Za objaiejenje
moZe da posfui slededi primer. Posmatrajmo Sesticu koja se kreée sleva nadesno
-duz ¥-ose i fa‘svom putd nailezi na potenci- .
jalnu bafijeru &ija. je visina U, a Sirina Lix)
(sl 34.3). Prema Kiasi¢aim predstavama,

& energija Zestice veda od -vising potenci- Yo
Jalne barijere, E>> Uy, &estica; bez prepreke
prolazi ‘iznad barijere {u intervaiu 0% xg!
brzina destice se ne$to smanjuje; da bi zatim,

.m...:lrlr.....!...l'.‘il.lr I

za x> 1, dobila prvobitnu vrednast), Ako je I I i

E< Uy (kako je prikazano na sk 34.3), destica i .
se’odbija od barijere | leti na suprotnu stranu. T r X
Qna ne moZe da prode kroz barijérn. Siz45 -

Poriafanje Sestice sa tacke glediSta kvantne mehanike izgleda v mnogome dru-
gatije. Kao prvo, éak t pi £:> Uy, postoji verovatnoda razlidita od nole da se Sestica
odbije od barjjere i poleti na-suprotau stranu. S druge strane i pu E<Up postoji
konagna verovatnoda da Sestica prode kroz barijeru § da se nade u oblasti gde je
x2>{. Takvo ponasanje destice, koje je sa glediitd klasidne fizike apiolutno nemogude,
sledi neposredno iz Sredingerove jednatine. .

Razmotrimo sluéaj E<Uy U tom slulaju Sredingerova jédialina za stacio-
‘narna stanjd, koja opisuje kretanje u jednoj dimenziji za oblasti T I1T ima ablik:.

1 D .
die, 2m EY=0 (34.28)
Codet .
dek se za oblast 1T pise u obliku:
drd 2m R
eIl g Uy b=t 34,79
T T E- U (34.29)

pri Cemu je E—U,<0. .
wﬁwn&u..mwau.mmmum. (34.28} koju opisujzkretanie slobodne  Zestice dobija se
jednostavne. i na osnovu (34.15) ima oblik:

- e o —ikx oy [ .
et hen r ol w (34.30
iy Ay e 4 By eoBr g obiasti 1H
'S obzirom da je it oblasti [1 U,==const, jadnadina £34.29) se smenom
Im . .
(G -E) ¥ (3431)
\..m.« AR



prevodi u oblik:

(34.32)

axe

Q se cpire refenie mo¥e f2raZit kao =hic dve eKsponencijalne funkeife:

= A e 1.8 2755 23 objast 11 (34:33)
Fizicki smisze pojedinih Slanova 1 taciii (34.30) je slededi:

—_ n.mn..m el predulavija, Yavan thlas Xoii se krefe u pozitivnom sery
X-05¢ I orema tome predstavlia wpadnu cestiey il upadni talps.

— £lan By e-ik= -predstavija ravag salus kojt se prostite y negativnom smera
x-cse {1 datom sludagn. predstuvlja-talzs kol se odbiia (reflektuje) od barijere,

— Clan Ay etk vﬂnmmﬁqcn ravan
x-032,all za w»éﬂ.a (x>-1) i ovaj &lsn pre
keH je profas kroz barijeru, )

— &lan By g~k ?E&méw: bizalas o& se krefe u uegativiiem smeru x-ose,

ro&.nrﬁﬁ i u qr,.nE._..ﬂ ac moze da. oo.:c.m Jor talas Yoiife pro3ao barijaru nema
viSe od &ega da s¢ odbije. Uzima se. 313 .F =0,

Talasan Funkeiia ?JLNV cpisijz pong fmw.“n..m?nnn u samoj barfjeri i kso. Sto

se vidi ona nema pericdi¥ni karakier Prema tome. talasne funkeije koje opisuju-
penaiatje festice u darosy vnﬁanc dnte suosa;

{as keil se kreée v pozitivnom smeru
au”m,&m ofigledna: deo upadnog ralasa

bom A @ s Be o oblast T
o= Ay P55 Bogm? oz oblast TF _w {34.34)
Gy 4 2a oblast 1L J o

Talasna. funkeljz taom, prama; epitim pravilima kvantng mekanike, da bude ne-

prekidna § glatka funkcija 2o svake . Da bi se.ovi ustovi realizovali w tagki x=0

mera biti; .

WO~k 0 E0)=$10) (34.35)
dok za tagku x=/ moraju. da vaze uslovi:
Pl =9 W= (34.36)

S:obzirem na (34.34) uslovi (34.35} (34.36) se svode na slededi mmmaa.ummnvmawi
jednadina: . i

A +By = 4, + B,

.,m..u.mm.. -+ ...u.m.m.....wa.uukm.. n..r._ﬂ.

hd, ~ikB =BA, —B R,

B, o5 8, m,"an_%mu e,
Decbaia svih jednating sa Ay 1 poslednjibb dvejusa &, uz uvodenje stededi ozndka:
Ly | o= ..um..m

A A,

(34.37)

dobija se sistem jednading:

. (34.38)

ety e i npy 3 M

Om:.o,w. kvadraia ampli ude aav.wmm.o.ﬁ upainog talasa o&?a:._n vefovatnoéu odbija-
a Bestice i maziva st koefizijént refleksije. Prema tome je:

B3

Odnos kvadraw maduls alesa wc je w rofao kroz wmémnc i'upadnog talasa pred-
mz:,:u vetovetnote prolaska Sestide £roz batijeru-i naziva se koeficijent - r.aum,um,
rencije (prozratnosti). Na osuovu prethodne analize, 22 koefi icijent transparenche”
moZe §8 pisaki:

{3440y

Ma ovom je mzsiw svakake najinteresantnije ispitati Kosficifent transparencije
_n.oe bi. préma KlagiGeol mehianicl, marso biti jednak auli; Ne asnovu- kvanino-
Emrmm*mw ik unalizs. koje su ovde izlofens, vidi se-da je 4,30, jio pokazuje da je
prolaz. kroz barijer: magié s odeédenom verovainaion. Koeficijent a, se nalazi
iz sistema aigeborskib jednadina (34,38, m_om_a nekih upro$iavamja Za kosficijent
transparencij s dobia Siededi israz:

. . B e T aard )
D=l .N.wnr...ﬁ% e P U, — B (34.41)

Izizraza Ca 41y ge v -da vernvatnoca Mxowmuf Zestice kroz wE.cm.E wveliko] mart
Zavisi od ¥iring Barijere 4§ od razlike ¥,—E Ako j Je, nit primer, pri-nekoj Sirini ba-
rijers xon?nm.nﬁ D=(:01, 1ada je pri drosirukoj Strini birijere D=0,0001. Jednak
se sfekatpostize uéetvoros trulenjem razhike Up-E. Koeficijent transparencije naglo.
opada. sa parastom mase cesucs, §1¢ enagi'da Cestice male mase kroz barijern prolaze
takse. . ) W

Zuxop3ti sluéai oblika potencijalnebari-
jere Up—U (), (sh.34.4); relacije (34.41) se
moFe wopdfiti n sledécom obliku:

o
o

Pri prolasku keoz potencijuinu .g.énnz iz-
eleda kao du Sestiea prolasd krox waet o
barijeri (frafiranz cof st na i 344y, po ose
ovy pojava projaska estice kroz harijerny
naziva ninel vivko:.




. tacke gledist , poja; apsurtdng, jer bi Sostica
U tunelu morala am ima negativng kineticku enargijuds, Medutim, .ﬂ.wwm_ efekdt je
ww.nﬂm._mma _.anmnp ﬂ&ﬂm koja nema analogiju u klasiZhej fiziei. Tunel efékat je
pezen u mpogim oblastima fizike, na primezr, u elektoonis | [ di iun .
o] fiziet (x ey, . naprmer, u elektronisi (tunel dioda) i v nukle-

Sa-tadke gledista kiasicne fizike pojava tunel efekta je -

34.5. HARMONEISKI OSCILATOR

mmSmNHmm.uoE.Hnn._h‘mom.».rmﬂﬂoﬁ.ﬂmﬁ. oscilatér je Sestica koja vidi kretanje jednoj
dim niji ”m_.oa. a@mg.oa.wﬁﬁ&mmﬂmam (restitucions) sile F—=—ix. .moﬁgnmm_nn
energija ovakve estice ima ohlik: o

U~k (34.43)

Sopstvena frekvencija klasichog oscilitora e cjm, gde j a8 ¢
- frekver Kasi¢nog atora je B.H”v\.,ﬁ.ﬁ. #de je m rasa Sesticu??,
Ako se k izrmzipreko mriw 1uvistiu relaciju (34.43), dobij ser . “
e 1 . B
! m..hu.B X ﬁmu_.,«&v
W Mw_mw_.om.h da .mm..”.w_.ﬁ.w%m.m. izvodi u praveu jedne ose, va¥i Sredinperova jednadina
Credl ) camenom viednost za [FiZ (34.43), Scédingerova adnafing 70 asciiatare
ima slededi. ‘gblik _” . ) Seelingerora Jednating aa osetater

et

@y 2mipo LN _
.n,....nm.+ s iﬂ;ﬁa .HV.C.E . Aua.ﬁmu.

\ ol gde i¢ £ ukupna energija oscilatori. U teoriji diferei-.

. . £ ¢yalnih jedmadingd se dokuzuje dr j:dnading (34.43)

Y imapo modulu kvadratno integrabilaa, jednoznagna

£y 1 neprekidna reSenja samo u sfudaju kada purametar
E uzima vrednosti: . .

T = . MW Eyeln+ 1D b, 00,1, 2 ... {34.46)
E / : ; . .
2 Na sl. 34,5 data je sheiha energetskih nivoa harmos
. x  mnijskog oscilatora. Radi preglednosti nivoi- st wertani
51, 345 u krivu potencijalne znergije.

... Nivol energije harmonijskog oscilatora su ekvidistunuii, . ristojanja izmedo
njih e energetskoj skali su medusobno. jedndkd. Najmanin meguda vrednost je za
n=f g 03 ignosi: F,=k /2. Qva sc viedhost naziva mta Q“mwm..,c.a.. .moﬂ&w&m
aulte encrgije dokazuje se eksperimentalne, kada se na niskim Temperiturams svel-
lost rasefiva na ‘kristalima. Ispostavilo sé da intenziter. rasejane. syetlosti ptilikom
opadanjx temperature ne ezl auli, ve¢ nekoj Konagnoj vrednosti. Ovo: ukazije na to

mara ._.m bude R 0, ij. T, o klasiéha fizika ne.dozvoljnva.
Vi poglavije: Cseilacije, Deo 1.

G.. : wr R e - o
§ Kake jo U lugely Ge-FaQ o ExT+l, sledl jednostayvan zakijuder da w-upeln tada

3286

ds i np upsolutnoj nuli oseilacije kristalae reSetke ne prestaju. Kvantna mehanika
dozvoljava da se.izra€unajy verovainode razliCitih prelaza kvaninog sistema iz
jegnog stanja u drugo¥3. Proraluni ovog tipa pokazujirda su kod harmonijskos osci-
latora mognél samo préluzi izmedu susednibl nivod, a pod dajstvom slekiri¢oog

poliz. Kod takvih prelaza kvantni broj » se menja za jedinicu:

Ap=sl (34.475.
Uslovi.koji se postaviajy za promene kvantnih brojeva prilikom prelusks sistemna
iz jednog stanja u drugo nazivaju e pravile izbora, Prema tome 1 za hiarmonijski osci-
fator ‘postoji” pravild izbora, zrafeno relacijom. {34.47). .

Na osnovu previla izbora proiziazi di se ener@ija kvantiomehanifkog osci-
latora moZe meniatt samo v iznosima # m. Ovaj rezultat, koji se » kvantnoj mehanici
dobija na prircdan nading poklapa se s2 veoma stranom za kiasignu fiziko pretpo-
stavkom, koju je uveo Plank da bi izrazio-emisionu sposobuost apsolutno crnog
tela. Treba naglasiti da je Plank preétpostavio da energija harmonijskog oscilatora
mo¥e da bude samo celobrojni nmmoZak veliline Aa.

346 MOMENT IMPULSA U KVANTNOJ MEHANICY

U klasi¥ne] mehanici se moment impulsa (koliine krétanja) definife relactjom
(30.1, Deo B -

L=rxp.
Premz pravilimz (33.36) zd formirapje. kvaninomebanikih operatora mogu se
dobiti operatori Z2 i % kofima se opisuju moguée vrédnogti kvadratd dufine i

‘ovprojekeije. Ove. se vrednosti dobijaju. refavanjem svojstvenih. probleroa:

frds12d {34:48)
Loy=L.4 (34.39)

Pokizalo e da svojstvend vrednosti dufin: vektora momenta impulsa’i njegzove
zprojekeije uvek. zadovoljavaju relacije:
Ly T+ T) (34.50)
L=k (34:51)

‘gde jer I uvek ced broj, a sy mo¥e da jma veednosti 0,4-1,4-2, ..., £/ Kao Sto se

mo¥e zapaziti, iz fermalizma kvantne mehantke direkino sfede diskrétne viednosti:
kako duFine véktora momenta kolifine krefanja, takd i mogudih orijentacis &

L i e TR - e g i i
prostér, Ceitd e kaZe da je vekior L kvantiran v prostoru. Mogudi poloZaji vek-

B.B.H {€ija je duZina zudata si [=2) n odnosu n2 {-051- na_.ﬁmmum su na sl 346,
Na ospovu relacije (34.50), ovaj vektor ima duing L=#}6 i u odnosu na z-osu

%% Verovatnota prelazu iz stationarneg stanfadiu ‘stafije ﬁ__q 12 poli. .cm._mmm.noa. operaiorom hl.
odredena je Fermijeyim zidtnim pravilem:
Iz s
ww._‘b.fsw-. - GV,
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.ako Je ispunjen  uslov:



